
Ch¬ng 3

Kh«ng gian Sobolev

3.1 §Þnh nghÜa vµ mét sè tÝnh chÊt

3.1.1 Kh«ng gian Sobolev cÊp nguyªn kh«ng ©m

Cho Ω lµ mét tËp më trong Rn. Cho f ∈ L2(Ω)(⊂ L2
loc(Ω) ⊂ L1

loc(Ω)), khi ®ã f cã thÓ
coi nh mét hµm suy réng ®îc x¸c ®Þnh nh sau

ϕ 7→ 〈f, ϕ〉 =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω).

Tõ bÊt ®¼ng thøc Cauchy- Schwartz cã ®¸nh gi¸

|〈f, ϕ〉| ≤
( ∫

Ω

|f(x)|2dx
) 1

2
( ∫

Ω

|ϕ(x)|2dx
) 1

2
,∀ϕ ∈ D(Ω). (3.1)

Ta sÏ chøng minh bÊt ®¼ng thøc (3.1) lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó mét hµm suy réng lµ mét
hµm trong L2(Ω). Víi chó ý, kh«ng gian ®èi ngÉu (gåm c¸c phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc)
cña L2(Ω) còng lµ L2(Ω) nªn ta sÏ ph¸t biÓu MÖnh ®Ò díi d¹ng sau.

MÖnh ®Ò 3.1. (i) Cho f ∈ D′(Ω). NÕu cã mét sè d¬ng C sao cho

|〈f, ϕ〉| ≤ C(

∫
Ω

|ϕ(x)|2dx)
1
2 ,∀ϕ ∈ D(Ω) (3.2)

th× ta cã thÓ th¸c triÓn f lªn thµnh mét phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc trªn L2(Ω).

(ii) Cho f ∈ L2(Ω). Khi ®ã, thu hÑp cña f trªn D(Ω) lµ mét hµm suy réng tho¶ m·n bÊt
®¼ng thøc (3.2) víi h»ng sè C = ||f ||L2 .

Chøng minh. (i) Do C∞
0 (Ω) trï mËt trong L2(Ω) nªn nÕu hµm suy réng f tho¶ m·n bÊt ®¼ng

thøc (3.2) th× ta cã thÓ th¸c triÓn f lªn thµnh phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc trªn L2(Ω). Th¸c
triÓn nµy lµ th¸c triÓn duy nhÊt.
(ii) PhÇn nµy ®îc chøng minh tõ bÊt ®¼ng thøc Cauchy- Schwartz.
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Chó ý. Nh vËy, ta cã thÓ coi L2(Ω) lµ kh«ng gian tÊt c¶ c¸c hµm suy réng tho· m·n bÊt
®¼ng thøc (3.1), víi chó ý f, g ∈ L2(Ω) b»ng nhau theo nghÜa suy réng khi vµ chØ khi b»ng
nhau trong L2(Ω).

NÕu coi mét hµm b×nh ph¬ng kh¶ tÝch lµ mét hµm suy réng th× sù héi tô theo nghÜa suy
réng chÝnh lµ sù héi tô yÕu. Sù héi tô yÕu nµy kh«ng dÉn ®Õn sù héi tô trong L2(Ω)

ngay c¶ khi thªm c¶ tÝnh bÞ chÆn ®Òu. Ch¼ng h¹n, ta xÐt vÝ dô sau trªn ®êng th¼ng R,
lÊy fk(x) = χ[k,k+1](x) héi tô yÕu vÒ 0 khi k tiÕn ra v« cïng v× víi mçi ϕ ∈ D(Rn)

cã mét sè k0 ∈ N ®Ó suppϕ ⊂ [−k0, k0], nªn
∫

R χ[k,k+1](x)ϕ(x) = 0, víi k > k0. vµ
||χ[k,k+1]||L2 = 1, k = 1, 2, . . . , nªn d·y {χ[k,k+1]}∞k=1 kh«ng héi tô trong L2(R).

Kh¸c víi c¸c kh«ng gian hµm suy réng kh¸c, nÕu f ∈ D′(S′,E′,E, S,D) th× Dαf ∈
D′(S′,E′,E, S,D),∀α ∈ Zn

+, mét c¸ch t¬ng øng; nÕu f ∈ L2(Ω) th× cha ch¾c Df ∈
L2(Ω), ngay c¶ khi f cã ®¹o hµm suy réng cÊp cao h¬n n»m trong L2(Ω).

Ch¼ng h¹n, trªn Ω = [−1, 1], hµm Heaviside H(t) ∈ L2(−1, 1) nhng DH = δ 6∈
L2(−1, 1). HoÆc hµm dÊu sgn(t) ∈ L2(−1, 1) nhng D sgn(t) 6∈ L2(−1, 1) v× gi¶ sö kh«ng
ph¶i th×∫ 1

−1

D sgn(t)ϕ(t)dt = −
∫ 1

−1

sgn(t)Dϕ(t)dt = −
∫ 1

0

Dϕ(t)dt+

∫ 0

−1

Dϕ(t)dt

= 2ϕ(0), ϕ ∈ C∞
0 (−1, 1) (3.3)

nªn víi suppϕ ⊂ (0, 1) th× D sgn(t) = 0, h.k.n trªn (0, 1),

víi suppϕ ⊂ (−1, 0) th× D sgn(t) = 0, h.k.n trªn (−1, 0),

do ®ãD sgn(t) = 0, h.k.n(−1, 1). §iÒu nµy m©u thuÉn víi ph¬ng tr×nh (3.3) khi ϕ(0) 6= 0.

Trªn h×nh trßn B1(0) = {(x1, x2) ∈ R2| |x1|2 + |x2
2| = 1} trong mÆt ph¼ng, hµm f(x) =

sgn(x1) + sgn(x2) cã ®¹o hµm suy réng D1f,D2f 6∈ L2(B1(0)) cßn D1D2f = 0 ∈
L2(B1(0)).

Nhng còng cÇn chó ý r»ng víi Ω cã h×nh häc ®ñ tèt, nÕu f ∈ L2(Ω), Dαf ∈ L2(Ω), víi
mäi ®a chØ sè α mµ |α| = l th× Dαf ∈ L2(Ω), víi mäi ®a chØ sè α mµ |α| ≤ l. Trong vÝ dô
trªn th× chØ cã D1D2f = 0 ∈ L2(B1(0)) cßn D2

1f,D
2
2f 6∈ L2(B1(0)).

§Þnh nghÜa 3.1. Cho l ∈ Z+. Kh«ng gian Sobolev W l,2(Ω) = W l(Ω) lµ kh«ng gian bao
gåm c¸c hµm suy réng f ∈ L2(Ω) mµ c¸c ®¹o hµm suy réng Dαf ∈ L2(Ω), |α| ≤ l, víi
chuÈn

||f ||W l(Ω) = ||f ||l =
( ∑
|α|≤l

∫
Ω

|Dαf |2dx
) 1

2 .

Kh«ng gian Sobolev W l
0(Ω) lµ bao ®ãng cña tËp C∞

0 (Ω) trong W l(Ω).

NhËn xÐt. ChuÈn ||.||l thùc sù lµ mét chuÈn, nghÜa lµ nã tho¶ m·n ba tiªn ®Ò vÒ chuÈn

• (x¸c ®Þnh d¬ng) ||f ||l ≥ 0,∀f ∈ W l(Ω) vµ ||f ||l = 0 khi vµ chØ khi f = 0,

• (thuÇn nhÊt) ||λf ||l = |λ| ||f ||l,∀f ∈ W l(Ω),∀λ ∈ C,

• (bÊt ®¼ng thøc tam gi¸c) ||f + g||W l(Ω) ≤ ||f ||W l(Ω) + ||g||W l(Ω),∀f, g ∈ W l(Ω).
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ChuÈn nµy ®îc sinh ra bëi tÝch v« híng

〈f, g〉l =
∑
|α|≤l

∫
Ω

Dαf(x)Dαg(x)dx,

v×

• (x¸c ®Þnh d¬ng) 〈f, f〉l = ||f ||2l ≥ 0, vµ 〈f, f〉l = 0 khi vµ chØ khi f = 0,

• (ph¶n ®èi xøng) 〈f, g〉l = 〈g, f〉l,∀f, g ∈ Wl(Ω),

• (tuyÕn tÝnh theo biÕn thø nhÊt)
〈α1f1 + α2f2, g〉l = α1〈f1, g〉l + α2〈f2, g〉l,∀f1, f2, g ∈ Wl(Ω),∀α1, α2 ∈ C.

Ngoµi ra |〈f, g〉l| ≤ ||f ||l||g||l, vµ ||f + g||2l + ||f − g||2l = 2(||f ||2l + ||g||2l ), víi mäi
f, g ∈ Wl(Ω).

MÖnh ®Ò 3.2. Kh«ng gian Wl(Ω) lµ kh«ng gian Hilbert víi tÝch v« híng 〈., .〉l.

Chøng minh. Tõ nhËn xÐt trªn, ta chØ cÇn chøng minh tÝnh ®Çy ®ñ cña kh«ng gian Wl(Ω)

theo chuÈn ||.||l. LÊy d·y Cauchy {fk}∞k=1 trong Wl(Ω), nghÜa lµ c¸c d·y {Dαfk}∞k=1 lµ
Cauchy trong L2(Ω), víi |α| ≤ l. Do L2(Ω) lµ kh«ng gian ®Çy ®ñ nªn víi mçi ®a chØ sè α
mµ |α| ≤ l ®Òu tån t¹i fα ∈ L2(Ω) mµ lim

k→∞
||Dαfk − fα||L2(Ω) = 0.

NÕu ta chøng minh ®îc Dαf 0 = fα, |α| ≤ l th× lim
k→∞

||fk − f 0||l = 0 hay d·y {fk}∞k=1 héi

tô ®Õn f 0 trong Wl(Ω). Do ®ã, Wl(Ω) lµ ®Çy ®ñ.
§Ó chøng minh Dαf 0 = fα ta chøng minh chóng b»ng nhau theo nghÜa suy réng. LÊy
ϕ ∈ D(Ω), k = 1, 2, . . . , cã

|〈Dαf 0 − fα, ϕ〉| ≤ |〈Dαf 0 −Dαfk, ϕ〉|+ |〈Dαfk − fα, ϕ〉|

mµ

|〈Dαf 0 −Dαfk, ϕ〉| = |〈f 0 − fk, D
αϕ〉| ≤ ||f 0 − fk||L2(Ω)||Dαϕ||L2(Ω)

|〈Dαfk − fα, ϕ〉| ≤ ||Dαfk − fα||L2(Ω)||ϕ||L2(Ω)

vµ lim
k→∞

||Dβfk − fβ||L2(Ω) = 0,∀|β| ≤ l,

nªn 〈Dαf 0 −Dαfk, ϕ〉 = 0 hay Dαf 0 = fα.

HÖ qu¶ 3.3. Kh«ng gian W l
0(Ω) lµ kh«ng gian Hilbert víi tÝch v« híng 〈., .〉l.

Tõ ®Þnh nghÜa, ta cã c¸c phÐp nhóng liªn tôc sau.

MÖnh ®Ò 3.4. C¸c phÐp nhóng liªn tôc Víi l, k ∈ Z+, l ≤ k, ta cã c¸c phÐp nhóng liªn tôc
sau:

W k(Ω) ↪→ W l(Ω) ↪→ L2(Ω),

W k
0 (Ω) ↪→ W l

0(Ω) ↪→ L2(Ω).
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MÖnh ®Ò 3.5. Trong trêng hîp Ω = Rn, phiÕm hµm x¸c ®Þnh trªn W l(Rn) ®îc x¸c ®Þnh
nh sau

||f ||W l =
( ∫

Rn

(1 + ||ξ||2)l|Ff(ξ)|2dξ
) 1

2

lµ mét chuÈn t¬ng ®¬ng víi chuÈn ||.||l.

Chøng minh. LÊy f ∈ W l(Rn). Cã Dαf ∈ L2(Rn), |α| ≤ l nªn theo tÝnh chÊt cña phÐp
biÕn ®æi Fourier trong L2(Rn) th×∫

Rn

|Dαf(x)|2dx =

∫
Rn

|F(Dαf)(ξ)|2dξ

=

∫
Rn

|ξα|2|Ff(ξ)|dξ

mµ
c1(

∑
|α|≤l

|ξα|2) ≤ (1 + ||ξ||2)l ≤ c2(
∑
|α|≤l

|ξα|2),

víi c1, c2 lµ c¸c h»ng sè d¬ng kh«ng phô thuéc ξ nªn

c1||f ||l ≤ ||f ||W l ≤ c2||f ||l

do ®ã ||.||l vµ ||.||W l lµ hai chuÈn t¬ng ®¬ng trªn Wl(Rn).

Chó ý. Víi Ω lµ mét tËp më trong Rn, kh«ng gianW l(Ω) cã thÓ coi lµ mét kh«ng gian con
cña kh«ng gian W l(Rn) gåm c¸c phÇn tö cã gi¸ (theo nghÜa suy réng) n»m trong Ω, cßn
kh«ng gianW l

0(Ω) lµ bao ®ãng cña tËp C∞
0 (Ω) trongW l(Rn). Trong mét sè trêng hîp ®Æc

biÖt, ch¼ng h¹n Ω lµ nöa kh«ng gian më hay toµn kh«ng gian, th× W l(Ω) = W l
0(Ω).

3.1.2 Kh«ng gian Sobolev víi cÊp thùc

§Þnh nghÜa 3.2. Víi l ∈ R, kh«ng gian SobolevW l(Rn) lµ kh«ng gian c¸c hµm f ∈ S′(Rn)

mµ biÕn ®æi Fourier Ff lµ hµm ®o ®îc vµ tho¶ m·n∫
Rn

(1 + ||ξ||2)l|Ff(ξ)|2dξ < +∞.

NhËn xÐt. PhiÕm hµm ||f ||W l =
( ∫ n

R (1 + ||ξ||2)l|Ff(ξ)|2dξ
) 1

2
x¸c ®Þnh mét chuÈn trªn

W l(Rn) nghÜa lµ

• (x¸c ®Þnh d¬ng) ||f ||W l ≥ 0,∀f ∈ W l(Rn) vµ dÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi f = 0,

• (thuÇn nhÊt) ||λf ||W l = |λ| ||f ||W l ,∀f ∈ W l(Rn),∀λ ∈ C,

• (bÊt ®¼ng thøc tam gi¸c) ||f + g||W l ≤ ||f ||W l + ||g||W l ,∀f, g ∈ W l(Rn).
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ChuÈn nµy ®îc sinh ra bëi tÝch v« híng

〈f, g〉W l =
∑
|α|≤l

∫ n

R
(1 + ||ξ||2)lFf(ξ)Fg(ξ)dξ,

v×

• (x¸c ®Þnh d¬ng) 〈f, f〉W l = ||f ||2
W l ≥ 0, vµ 〈f, f〉l = 0 khi vµ chØ khi f = 0,

• (ph¶n ®èi xøng) 〈f, g〉W l = 〈g, f〉W l ,∀f, g ∈ Wl(Rn),

• (tuyÕn tÝnh theo biÕn thø nhÊt)
〈α1f1 + α2f2, g〉W l = α1〈f1, g〉W l + α2〈f2, g〉W l ,∀f1, f2, g ∈ Wl(Ω),∀α1, α2 ∈ C.

Ngoµi ra |〈f, g〉W l| ≤ ||f ||W l||g||W l , vµ ||f + g||2
W l + ||f − g||2

W l = 2(||f ||2
W l + ||g||2

W l), víi
mäi f, g ∈ Wl(Rn).

Khi l ∈ Z+, th× theo MÖnh ®Ò 3.5 c¸c ®Þnh nghÜa vÒ kh«ng gian Sobolev W l(Rn) lµ kh«ng
m©u thuÉn nhau.
Ký hiÖu V l(Rn) lµ kh«ng gian c¸c hµm ®o ®îc f tho¶ m·n∫

Rn

(1 + ||x||2)l|f(x)|2dx < +∞.

Khi ®ã, phiÕm hµm ||f ||V l =
( ∫

Rn(1 + ||x||2)l|f(x)|2dx
) 1

2 lµ mét chuÈn trªn V l(Rn) sinh
ra bëi tÝch v« híng

〈f, g〉V l =

∫
Rn

(1 + ||x||2)lf(x)g(x)dx.

Kh«ng gian V l(Rn) lµ kh«ng gian ®Çy ®ñ, nªn lµ kh«ng gian Hilbert.
PhÐp biÕn ®æi Fourier lµ mét ®¼ng cÊu, ®¼ng cù tõ W l(Rn) vµo V l(Rn). Nªn kh«ng gian
Sobolev W l(Rn) lµ kh«ng gian ®Çy ®ñ, do ®ã, lµ kh«ng gian Hilbert víi tÝch v« híng
〈., .〉W l . Ngoµi ra, dÔ thÊy c¸c phÐp nhóng liªn tôc S(Rn) ↪→ V l(Rn) ↪→ S′(Rn) nªn cã c¸c
phÐp nhóng liªn tôc S(Rn) ↪→ W l(Rn) ↪→ S′(Rn).

§Þnh lý 3.6 (§Þnh lý nhóng). (i) Víi l < k, ta cã c¸c phÐp nhóng liªn tôc

S(Rn) ↪→ W k(Rn) ↪→ W l(Rn) ↪→ S′(Rn).

(ii) Víi l < k,K lµ tËp compact trong Rn, cã phÐp nhóng tõ kh«ng gian con cña W k(Rn)

gåm c¸c phÇn tö cã gi¸ supp f ⊂ K, vµo kh«ng gian W l(Rn) lµ compact.

Chøng minh. (i) Tõ §Þnh nghÜa dÔ dµng cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
(ii) Do K lµ mét tËp compact trong Rn nªn cã mét hµm ϕ ∈ C∞

0 (Rn) mµ ϕ(x) = 1, x ∈ K.
§Ó chøng minh phÇn nµy, lÊy mét d·y {fν}∞ν=1 bÞ chÆn trongW k(Rn) mµ supp fν ⊂ K, ν =
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1, 2, . . . , ta sÏ chøng minh nã cã mét d·y con héi tô, hay mét d·y Cauchy, trong W l(Rn).

Do supp fν ⊂ K nªn ϕfν = fν . Khi ®ã,

Ffν = F(ϕfν) = (2π)
n
2 Fϕ ∗ Ffν , D

α(Ffν) = (2π)
n
2Dα(Fϕ) ∗ Ffν .

Theo bÊt ®¼ng thøc Peetre (1 + ||ξ||2) k
2 ≤ (1 + ||η||2) k

2 (1 + ||ξ − η||2)
|k|
2 , ξ, η ∈ Rn nªn

(1 + ||ξ||2)
k
2 |Ffν(ξ)| ≤ (2π)

n
2

∫
Rn

(1 + ||ξ − η||2)
|k|
2 |Fϕ(ξ − η)|(1 + ||ξ||2)

k
2 |Ffν(η)|dη

≤ (2π)
n
2

( ∫
Rn

(1 + ||ξ − η||2)|k||Fϕ(ξ − η)|dη
) 1

2
( ∫

Rn

(1 + ||η||2)k|Ffν(η)|2dη
) 1

2

(1 + ||ξ||2)
k
2 |Dα(Ffν)(ξ)| ≤

≤ (2π)
n
2

∫
Rn

(1 + ||ξ − η||2)
|k|
2 |Dα(Fϕ)(ξ − η)|(1 + ||ξ||2)

k
2 |Ffν(η)|dη

≤ (2π)
n
2

( ∫
Rn

(1 + ||ξ − η||2)|k||Dα(Fϕ)(ξ − η)|dη
) 1

2
( ∫

Rn

(1 + ||η||2)k|Ffν(η)|2dη
) 1

2

nªn d·y {Ffν}∞ν=1 lµ d·y hµm bÞ chÆn ®Òu vµ liªn tôc ®ång bËc trªn tõng tËp compact
do ®ã, theo §Þnh lý Ascoli- Azela, d·y {Ffν}∞ν=1 héi tô ®Òu trªn tõng tËp compact.
LÊy mét sè d¬ng ε tuú ý. Gi¶ sö, d·y {fν}∞ν=1 bÞ chÆn bëi C trong W k(Rn).

Do l < k nªn lim
||ε||→∞

(1 + ||ξ||2)l−k = 0, do ®ã cã mét sè R0 > 0 ®Ó

(1 + ||ξ||2)l−k <
ε2

8C2
≤ ε2

2(||fν ||W k + ||fµ||W k)2
,∀||ξ|| ≥ R0, ν, µ = 1, 2, . . . .

Do d·y {Ffν}∞ν=1 héi tô ®Òu trªn tõng tËp compact nªn tån t¹i sè k0 ∈ N ®Ó

sup
||ξ||≤R0

|Ffν(ξ)− Ffµ(ξ)|2 ≤ ε2

2
∫
||ε||≤R0

(1 + ||ξ||2)ldξ
,∀ν, µ ≥ k0.

Khi ®ã,

||fν − fµ||2W l =

∫
||ξ||≥R0

(1 + ||ξ||2)l−k(1 + ||ξ||2)k|Ffν(ξ)− Ffµ(ξ)|2dξ

+

∫
||ξ||≤R0

(1 + ||ξ||2)l|Ffν(ξ)− Ffµ(ξ)|2dξ

≤ε
2

2
+
ε2

2
= ε2,∀ν, µ ≥ ν0,

do ®ã, d·y {fν}∞ν=1 lµ d·y Cauchy trong W l(Rn).

§Þnh lý 3.7 (C¸c c¸ch lÊy xÊp xØ trong V l(Rn),W l(Rn)). (i) LÊy ψ ∈ S(Rn) mµ ψ(0) = 1.

§Æt ψδ(x) = ψ(δx), δ > 0. Khi ®ã, víi mçi f ∈ V l(Rn) th× d·y {ψδf}δ>0 héi tô tíi f trong
V l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.

Tõ ®ã, víi ϕ ∈ S(Rn) mµ
∫

Rn ϕ(x) = 1, ®Æt ϕδ(x) = δ−nϕ(x
δ
), δ > 0 th× víi mçi f ∈
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W l(Rn) d·y {ϕδ ∗ f}δ>0 héi tô tíi f trong W l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.

(ii) LÊy ϕ ∈ S(Rn) mµ
∫

Rn ϕ(x) = 1. §Æt ϕδ(x) = δ−nϕ(x
δ
), δ > 0. Khi ®ã, víi mçi

f ∈ V l(Rn) th× d·y {ϕδ ∗ f}δ>0 héi tô tíi f trong V l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.

Víi ψ ∈ S(Rn) mµ ψ(0) = 1 ®Æt ψδ(x) = ψ(δx), δ > 0. Tõ ®ã, th× víi mçi f ∈ W l(Rn)

d·y {ψδf}δ>0 héi tô tíi f trong W l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.

(iii) TËp C∞
0 (Rn) trï mËt trong V l(Rn),W l(Rn).

Chøng minh. (i) LÊy mét sè ε > 0, do f ∈ V l(Rn) nªn tån t¹i mét sè R0 ®Ò∫
||x||≥R0

(1 + ||x||2)l|f(x)|2dx ≤ ε2

2( sup
x∈Rn

|ψ(x)|)2

mµ ψ ∈ S(Rn), ψδ(x) = ψ(δx) nªn sup
x∈Rn

|ψδ(x)| = sup
x∈Rn

|ψ(x)| < +∞ do ®ã∫
||x||≥R0

(1 + ||x||2)l|(1− ψδ(x))f(x)|2dx ≤ ε2

2
. (3.4)

Do ψ(0) = 1 vµ ψ lµ hµm liªn tôc nªn cã mét sè η > 0 ®Ó |1 − ψ(x)| ≤ ε2

2||f ||2
V l
, ||x|| ≤ η.

Khi ®ã, víi 0 < δ < η
R0

cã |1− ψδ(x)| ≤ ε2

2||f ||2
V l
, ||x|| ≤ R0, do ®ã∫

||x||≤R0

(1 + ||x||2)l|(1− ψδ(x))f(x)|2dx ≤ ε2

2
. (3.5)

Tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc (3.4), (3.5) cã∫
Rn

(1 + ||x||2)l|(1− ψδ(x))f(x)|2dx ≤ ε2, 0 < δ <
η

R0

,

hay lim
δ→0+

||ψδf − f ||V l = 0.

Víi f ∈ W l(Rn), ϕ ∈ S(Rn),
∫

Rn ϕ(x)dx = 1 th×

Ff ∈ V l(Rn),Fϕ ∈ S(Rn), (2π)
n
2 Fϕ(0) = 1,F(ϕδ ∗ f)(ξ) =

(
(2π)

n
2 (Fϕ)δ(ξ)

)
Ff(ξ),

nªn theo phÇn trªn d·y {F(ϕδ ∗ f)}δ>0 héi tô ®Õn Ff trong V l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0,

hay d·y {ϕδ ∗ f}δ>0 héi tô ®Õn f trong W l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.

Chó ý r»ng, theo tÝnh chÊt cña phÐp biÕn ®æi Fourier trong L2(Rn), víi l = 0 cã V 0(Rn) =

W 0(Rn) = L2(Rn) nªn víi f ∈ L2(Rn) th× c¸c d·y {ψδf}δ>0 vµ {ϕδ ∗ f}δ>0 héi tô ®Õn f
trong L2(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.

(ii) Víi 0 < δ < 1, R > 0 th× víi mçi x ∈ BR(0) cã

(f ∗ ϕδ)(x) =

∫
Rn

f(y)ϕδ(x− y)dy =

∫
Rn

(χBR+1(0)f)(y)ϕδ(x− y)dy,

cßn víi x 6∈ BR(0) cã

|(f ∗ ϕδ)(x)| = |
∫
||y||≥(R−1)

f(y)ϕδ(x− y)dy|

≤
( ∫

||y||≥(R−1)

|f(y)|2|ϕδ(x− y)|dy
) 1

2
( ∫

||y||≥(R−1)

|ϕδ(x− y)|dy
) 1

2
,
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mµ víi 0 < δ < 1 cã

(1 + ||x||2)l ≤ (1 + ||x− y||2)|l|(1 + ||y||2)l,∀x, y ∈ Rn∫
Rn

(1 + ||x− y||2)|l||ϕδ(x− y)|dx ≤
∫

Rn

(1 + ||x− y||2)|l||ϕ(x− y)|dx

nªn ∫
||x||≥R

(1 + ||x||2)l|(f ∗ ϕδ)(x)|2dx ≤ C

∫
||x||≥(R−1)

(1 + ||x||2)l|f(x)|2dx

víi C =
( ∫

Rn(1 + ||x||2)|l||ϕ(x)|dx
)( ∫

Rn |ϕ(x)|dx
)
.

LÊy ε > 0 tuú ý. Do f ∈ V l(Rn) nªn cã mét sè R0 > 1 ®Ó∫
||x||≥(R0−1)

(1 + ||x||2)l|f(x)|2dx ≤ ε2

8
.

Do χBR0+1(0)f ∈ L2(Rn) nªn theo Chó ý cña phÇn trªn (i) tån t¹i 0 < δ0 < 1 ®Ó

||χBR0+1(0)f − (χBR0+1(0)f) ∗ ϕδ||L2 ≤ ε2

2(1 +R2
0)
|l|

∫
||x||≤R0

dx
,∀0 < δ < δ0.

Khi ®ã, víi 0 < δ < δ0

||f − ϕδ ∗ f ||2V l =

∫
||x||≤R0

(1 + ||x||2)l|f(x)− (ϕδ ∗ f)(x)|2dx

+

∫
||x||≥R0

(1 + ||x||2)l|f(x)− (ϕδ ∗ f)(x)|2dx

≤
∫
||x||≤R0

(1 + ||x||2)l|χBR0+1(0)(x)f(x)− (ϕδ ∗ (χBR0+1(0)f))(x)|2dx

+2
( ∫

||x||≥R0

(1 + ||x||2)l|f(x)|2dx+

∫
||x||≥R0

(1 + ||x||2)l|(ϕδ ∗ f))(x)|2dx
)

≤ ε2

2
+ 2(

ε2

8
+
ε2

8
) = ε2

do ®ã, d·y {ϕδ ∗ f}δ>0 héi tô ®Õn f trong V l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.
Víi f ∈ W l(Rn), ψ ∈ S(Rn), ψ(0) = 1 th×

Ff ∈ V l(Rn),Fψ ∈ S(Rn),(2π)−
n
2

∫
Rn

Fϕ(x)dx = F−1(Fψ)(0) = ψ(0) = 1,

F(ψδf)(ξ) =((2π)−
n
2 ((Fϕ)δ ∗ Ff)(ξ),

nªn theo phÇn trªn d·y {F(ψδf)}δ>0 héi tô ®Õn Ff trong V l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0, hay
d·y {ψδf}δ>0 héi tô ®Õn f trong W l(Rn) khi δ gi¶m dÇn vÒ 0.

(iii) Do {0} lµ tËp compact nªn cã mét hµm ψ ∈ C∞
0 (Rn) vµ ψ(0) = 1. Víi f ∈ W l(Rn)

th× d·y {(ψ 1
k f) ∗ ρ 1

k
}∞k=1 (trong C∞

0 (Rn)) héi tô ®Õn f trong W l(Rn).



73

NhËn xÐt. Do C∞
0 (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ W l(Rn) nªn tËp S(Rn) trï mËt trong W l(Rn). Ngoµi

ra, W l
0(Rn) = W l(Rn).

Víi l lµ mét sè thùc, Ω lµ mét tËp më trong Rn ta cã thÓ ®Þnh nghÜa kh«ng gian W l(Ω) lµ
kh«ng gian con cña kh«ng gian W l(Rn) gåm c¸c phÇn tö cã gi¸ n»m trong Ω, cßn kh«ng
gian W l

0(Ω) lµ bao ®ãng cña tËp C∞
0 (Ω).

Cho f ∈ L2(Rn) cã d·y {ρε ∗ f}ε>0 héi tô dÕn f trong L2(Rn).

Víi f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < +∞, ®Æt Ak = {x ∈ Rn| |f(x)| ≤ k, ||x|| ≤ k} th× víi ε > 0 tuú
ý ®Òu cã mét sè k0 ∈ Z+ ®Ó

||f − χAk0
f ||pLp =

∫
x 6∈Ak0

|f(x)|pdx ≤
∫
|f(x)|>k0

|f(x)|pdx+

∫
||x||>k0

|f(x)|pdx < εp

3p
.

Cã

|((χAk0
f) ∗ ρδ)(x)− (f ∗ ρδ)(x)| = |

∫
Rn

ρδ(x− y)((χAk0
f)(y)− f(y))|dy

≤
( ∫

x 6∈Ak0

ρδ(x− y)dy
) 1

p′
( ∫

x 6∈Ak0

ρδ(x− y)|f(y)|pdy
) 1

p

nªn ||(χAk0
f) ∗ ρδ − f ∗ ρδ||Lp ≤ ε

3
.

Do |((χAk0
f) ∗ ρδ)(x)| ≤ ||f ||Lp nªn víi 2 < p cã

|((χAk0
f) ∗ ρδ)(x)− (χAk0

f)(x)|p ≤ (||f ||Lp + k0)
p−2|((χAk0

f) ∗ ρδ)(x)− (χAk0
f)(x)|2.

Víi 2 > p th× theo bÊt ®¼ng thøc H�older cã

||(χAk0
f) ∗ ρδ − χAk0

f ||Lp ≤
( ∫

Bk0

dx
) 2−p

p ||(χAk0
f) ∗ ρδ − (χAk0

f) ∗ ρ||L2 .

Nh vËy, víi 1 ≤ p < +∞ ®Òu cã mét sè C = C(k0, f) > 0 ®ª

||(χAk0
f) ∗ ρδ − χAk0

f ||Lp ≤ C||(χAk0
f) ∗ ρδ − χAk0

f ||L2 .

Do χAk0
f ∈ L2(Rn) nªn tån t¹i sè 0 < δ0 ®Ó

||(χAk0
f) ∗ ρδ − χAk0

f ||L2 ≤ ε

3C

Khi ®ã, víi 0 < δ < δ0 cã

||f − f ∗ ρδ||Lp ≤ ||f − χAk0
f ||Lp + ||(χAk0

f) ∗ ρδ − χAk0
f ||Lp

+ ||(χAk0
f) ∗ ρδ − f ∗ ρδ||Lp

≤ ε

3
+ C||(χAk0

f) ∗ ρδ − χAk0
f ||L2 +

ε

3
≤ ε

hay d·y {f ∗ ρδ}δ>0 héi tô ®Õn f trong Lp(Rn).
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§Þnh lý 3.8 (§èi ngÉu cña kh«ng gian Sobolev). (i)Víi mçi l ∈ R, ®èi ngÉu cña kh«ng
gian V l(Rn) lµ (

V l(Rn)
)′ ∼= V −l(Rn),

nghÜa lµ, víi mçi f ∈
(
V l(Rn)

)′ ®Òu cã duy nhÊt mét phÇn tö v trong V −l(Rn) sao cho

• f(u) =
∫

Rn u(x)v(x)dx, ∀u ∈ V l(Rn),

• ||f ||(V l)′ = ||v||V −l ,

vµ mçi phÇn tö v ∈ V −l(Rn) th× phiÕm hµm biÕn u ∈ V l(Rn) thµnh
∫

Rn

u(x)v(x)dx lµ mét

phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ V l(Rn) vµo C.
(ii)Víi mçi l ∈ R, ®èi ngÉu cña kh«ng gian W l(Rn) lµ(

W l(Rn)
)′ ∼= W−l(Rn),

nghÜa lµ, víi mçi f ∈
(
W l(Rn)

)′ ®Òu cã duy nhÊt mét phÇn tö v trong W−l(Rn) sao cho

• f(u) =
∫

Rn u(x)v(x)dx, ∀u ∈ W l(Rn),

• ||f ||(W l)′ = ||v||W−l ,

vµ mçi phÇn tö v ∈ W−l(Rn) th× phiÕm hµm biÕn u ∈ W l(Rn) thµnh
∫

Rn

u(x)v(x)dx lµ mét

phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ W l(Rn) vµo C.

Chó ý. Víi l ∈ R,Ω
më
⊂ Rn, kh«ng gian ®èi ngÉu cña W l(Ω),W l

0(Ω) lµ(
W l(Ω)

)′
=

(
W l

0(Ω)
)′

= W−l(Ω).

Chøng minh. (i) Víi mçi v ∈ V −l(Rn) tõ bÊt ®¼ng thøc Cauchy- Schwartz

|
∫

Rn

u(x)v(x)dx| ≤
( ∫

Rn

(1+||x||2)l|u(x)|2dx
) 1

2
(
(1+||x||2)−l|v(x)|2dx

) 1
2
,∀u ∈ V l(Rn),

víi dÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi u(x) = c(1 + ||x||2)−lv(x), víi c ∈ C lµ h»ng sè, nªn
phiÕm hµm biÕn u ∈ V l(Rn) thµnh

∫
Rn

u(x)v(x)dx lµ mét phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ

V l(Rn) vµo C, víi chuÈn b»ng ||v||V −l .

LÊy f ∈
(
V l(Rn)

)′
. NÕu f = 0 th× cã duy nhÊt v = 0 ∈ V −l(Rn) ®Ó∫

Rn

u(x)v(x)dx = 0,∀u ∈ V l(Rn).

NÕu f 6= 0, nghÜa lµ ||f ||(V l)′ 6= 0. Khi ®ã, cã mét d·y {uk}∞k=1 trong V l(Rn) mµ

||uk||V l = 1, k = 1, 2, . . . , vµ lim
k→∞

f(uk) = ||f ||(V l)′ .
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Ta cã thÓ gi¶ sö ||uk||V l ≤ 1
2
, k = 1, 2, . . . . NÕu d·y {uk}∞k=1 kh«ng lµ d·y Cauchy trong

V l(Rn) th× cã mét sè ε ∈ (0, 1) vµ mét d·y con cña nã, ®¬n gi¶n ký hiÖu ta cã thÓ gi¶ sö
||vk − vj||V l ≥ 2ε0, k 6= j. Nªn ||vk + vj||V l = (||vk||V l + ||vj||V l)− ||vk − vj||V l ≤ 2− 2ε0
Do ®ã

||f ||(V l)′ ≥ |f(
1

||uj + uk||V l

(uj + uk))| = ||uj + uk

2
||V lf(

uj + uk

2
)

≥ 1

1− ε0

1

2
(f(uj) + f(uk))

hay (f(uj)+f(uk)) ≤ 2(1−ε0)||f ||(V l)′ . §iÒu nµy kh«ng thÓ x¶y ra khi j, k ®ñ lín. Do vËy,
d·y {uk}∞k=1 lµ d·y Cauchy trong V l(Rn), mµ V l(Rn) lµ ®Çy ®ñ, nªn tån t¹i u0 ∈ V l(Rn)

®Ó lim
k→∞

||uk − u0||V l = 0, do ®ã ||u0||V l = 1, f(u0) = ||f ||(V l)′ .

NÕu cã mét u′0 ∈ V l(Rn) mµ ||u′0||V l = 1, f(u′0) = ||f ||(V −l)′ . Khi ®ã, cã

0 < ||f ||(V l)′ = f(
u′0 + u0

2
) ≤ ||u

′
0 + u0

2
||V l||f ||(V −l)′

≤ (1− ||u
′
0 − u0

2
||V l)||f ||(V −l)′

do ®ã, ||u
′
0−u0

2
||V l = 0 hay chØ cã duy nhÊt mét phÇn tö u0 ∈ V l(Rn) ®Ó

||u0||V l = 1, f(u0) = ||f ||(V −l)′ .

Khi ®ã, ta ®Æt v(x) = ||f ||(V l)′(1 + ||x||2)lu0(x), cã

v ∈ V −l(Rn), ||v||V −l = ||f ||(V l)′

∫
Rn

(1 + ||x||2)l|u0(x)|2dx = ||f ||(V l)′∫
Rn

v(x)u0(x)dx = ||f ||(V l)′

∫
Rn

(1 + ||x||2)lu0(x)u0(x)dx = f(u0).

Nh vËy, v x¸c ®Þnh trªn V l(Rn) mét phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc víi chuÈn ||v||V −l =

||f ||(V l)′ . Gi¶ sö cã mét hµm u ∈ V l(Rn) mµ

f(u) 6=
∫

Rn

v(x)u(x)dx.

Ta cã thÓ gi¶ sö f(u)−
∫

Rn

v(x)u(x)dx = 2||f ||(V l)′ . B»ng c¸ch tæ hîp tuyÕn tÝnh víi u0 ta

cã thÓ gi¶ sö

f(u) = ||f ||(V l)′ ,

∫
Rn

v(x)u(x)dx = −||f ||(V l)′( v× f(u0) =

∫
Rn

v(x)u0(x)dx = ||f ||(V l)′).

Khi ®ã, víi t > 0 cã

• f(u0 + tu) = ||f ||(V l)′(1 + t) nªn ||u0 + tu||V l ≥ (1 + t),
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•
∫

Rn v(x)(u0(x)− tu(x))dx = ||v||V −l(1− t) nªn ||u0 + tu||V l ≥ (1 + t),

mµ || (u0+tu)+(u0−tu)
2

||V l + || (u0+tu)−(u0−tu)
2

||V l = ||u0+tu
2
||V l + ||u0−tu

2
||V l

nªn 1+ t2||u||2
V l ≥ (1+ t)2 hay 0 ≥ t((1−||u||2

V l)t−2). §iÒu nµy x¶y ra víi mäi t > 0 nªn
||u||V l = 1 mµ f(u) = ||f ||V −l do ®ã u = u0. Khi ®ã, f(u) = f(u0) =

∫
Rn

v(x)u0(x)dx =∫
Rn

v(x)u0(x)dx, nªn ta cã ®iÒu m©u thuÉn. Do ®ã, f(u) =
∫

Rn v(x)u(x)dx, ∀u ∈ V l(Rn).

Nh vËy, víi mçi f ∈
(
V l(Rn)

)′ ®Òu cã duy nhÊt mét phÇn tö v trong V −l(Rn) sao cho

• f(u) =
∫

Rn u(x)v(x)dx, ∀u ∈ V l(Rn),

• ||f ||(V l)′ = ||v||V −l .

(ii)Víi mçi v ∈ W−l(Rn) tõ bÊt ®¼ng thøc Cauchy- Schwartz

|
∫

Rn

u(x)v(x)dx| = |
∫

Rn

(Fu)(ξ)(F−1v)(ξ)dξ| ≤

≤
( ∫

Rn

(1 + ||ξ||2)l|Fu(ξ)|2dξ
) 1

2
(
(1 + ||ξ||2)−l|Fv(ξ)|2dξ

) 1
2
,∀u ∈ W l(Rn)

cã dÊu b»ng khi vµ vhØ khi u(x) = cF−1((1 + ||ξ||2)−lFv)(x), c ∈ C lµ h»ng sè, nªn phiÕm
hµm biÕn u ∈ W l(Rn) thµnh

∫
Rn

u(x)v(x)dx lµ mét phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc tõW l(Rn)

vµo C, víi chuÈn ||v||W−l .

Do phÐp nhóng S(Rn) ↪→ W l(Rn) lµ liªn tôc nªn mçi phÇn tö f ∈
(
W l(Rn)

)′ cã thÓ coi lµ
mét hµm suy réng t¨ng chËm. Khi ®ã, víi mçi u ∈ S(Rn) cã

f(u) = 〈f, u〉 = 〈f,F−1Fu〉
= 〈F−1f,Fu〉,

mµ |〈F−1f,Fu〉| = |f(u)| ≤ ||f ||(W l)′||u||W l = ||f ||(W l)′||Fu||V l

nªn F−1f lµ mét phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ kh«ng gian S(Rn) víi t«p« sinh bëi chuÈn
||.||V l vµo C.
L¹i cã S(Rn) lµ tËp trï mËt trong V l(Rn) nªn ta cã thÓ th¸c triÓn F−1f lªn thµnh mét phiÕm
hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc trªn V l(Rn) hay ta cã thÓ coi Ff lµ mét phÇn tö cña kh«ng gian ®èi
ngÉu

(
V l(Rn)

)′. Nªn theo phÇn trªn cã mét phÇn tö g trong V −l(Rn) sao cho

• F−1f(u) =
∫

Rn u(x)g(x)dx, ∀u ∈ V l(Rn),

• ||F−1f ||(V l)′ = ||g||V −l .

Khi ®ã, nÕu ®Æt v = Fg ∈ W−l(Rn) th×

• f(u) = 〈F−1f,Fu〉 =
∫

Rn Fu(x)g(x)dx =
∫

Rn u(x)v(x)dx, ∀u ∈ W l(Rn),

• ||f ||W−l = ||F−1f ||(V l)′ = ||g||V −l = ||v||W−l
.
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NÕu cã mét phÇn tö v′ ∈ W−l(Rn) ®Ó

• f(u) =
∫

Rn u(x)v(x)dx, ∀u ∈ W l(Rn),

• ||f ||W−l = ||v||W−l
,

th× víi g′ = F−1v′ ∈ V −l(Rn) cã

• F−1f(u) =
∫

Rn u(x)g
′(x)dx, ∀u ∈ V l(Rn),

• ||F−1f ||(V l)′ = ||g′||V −l ,

nªn theo phÇn (i) cã g′ = g hay v′ = v nghÜa lµ mçi f ∈
(
W l(Rn)

)′ ®Òu cã duy nhÊt mét
phÇn tö v trong W−l(Rn) sao cho

• f(u) =
∫

Rn u(x)v(x)dx, ∀u ∈ W l(Rn),

• ||f ||(W l)′ = ||v||W−l .

§Þnh lý 3.9 (§Þnh lý vÕt). Víi l > 1
2
, ¸nh x¹ vÕt γ biÕn u(x′, xn) thµnh γu = u(x′, 0) lµ mét

¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ kh«ng gian S(Rn) víi t«p« sinh bëi chuÈn ||.||W l vµo kh«ng
gian S(Rn−1) víi t«p« sinh bëi chuÈn ||.||

W l− 1
2
.

Khi ®ã, ¸nh x¹ nµy cã thÓ th¸c triÓn lªn thµnh mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ W l(Rn)

vµo W l− 1
2 (Rn).

Chøng minh. DÔ cã, tõ ®Þnh nghÜa, ¸nh x¹ vÕt γ biÕn u(x′, xn) thµnh u(x′, 0) lµ ¸nh x¹ tõ
S(Rn) vµo S(Rn−1).

Do tËp S(Rn) trï mËt trong W l(Rn) nªn ta chØ cßn ph¶i chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau

||u(., 0)||
W l− 1

2 (Rn−1)
≤ C||u(.)||W l(Rn),∀u ∈ S(Rn),

trong ®ã, C lµ mét h»ng sè d¬ng.
ThËt vËy, víi u ∈ S(Rn) cã

Fn−1[u(x
′, 0)](ξ′, 0) = Fn−1[F

−1(Fu)(x′, 0)](ξ′, 0)

= (2π)−n− 1
2

∫
Rn−1

e−i〈x′,ξ′〉
∫

Rn

ei〈x′,η′〉Fu(η)dηdx′

= (2π)−
1
2

∫
R

Fu(ξ′, ηn)dηn ( §Þnh lý Fubini)

mµ víi l > 1
2
, b»ng c¸ch ®Æt t = ηn

(1+||ξ′||2)
1
2
cã

∫
R
(1 + ||ξ′||2 + |ηn|2)−ldηn = 2(1 + ||ξ′||2)−l+ 1

2

∫ +∞

0

(1 + t2)−ldt < +∞,
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nªn theo ®Þnh lý Cauchy- Schwartz cã

|Fn−1[u(x
′, 0)](ξ′, 0)| ≤(2π)−

1
2

( ∫
R
(1 + ||ξ′||2 + |ηn|n)l|Fu(ξ′, ηn)|dηn

) 1
2

×
( ∫

R
(1 + ||ξ′||2 + |ηn|n)−ldηn

) 1
2

≤(2π)−
1
2 2(1 + ||ξ′||2)

−2l+1
4

( ∫ +∞

0

(1 + t2)−ldt
) 1

2

×
( ∫

R
(1 + ||ξ′||2 + |ηn|n)l|Fu(ξ′, ηn)|dηn

) 1
2

do ®ã (1 + ||ξ′||2)l− 1
2 |Fn−1[u(x

′, 0)](ξ′, 0)|2 ≤ C
∫

R(1 + ||ξ′||2 + |ηn|n)l|Fu(ξ′, ηn)|dηn,

tÝch ph©n c¶ hai vÕ theo ξ′ trªn Rn−1 cã

||u(., 0)||
W l− 1

2 (Rn−1)
≤ C||u(.)||W l(Rn),

víi C = ( 2
π
)

1
2

( ∫ +∞
0

(1 + t2)−ldt
) 1

2 .
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3.2 Kh«ng gian Sobolev trªn nöa kh«ng gian

Trong phÇn nµy, ta sÏ x©y dùng kh«ng gian Sobolev trªn nöa kh«ng gian R̄n
+ = {x ∈

Rn| xn ≥ 0} (lµ tËp ®ãng trong Rn).

§Þnh nghÜa 3.3. Víi l ≥ 0, kh«ng gian W l(R̄n
+) lµ kh«ng gian tÊt c¶ c¸c hµm u ∈ L2(Rn

+)

mµ cã mét hµm ũ ∈ W l(Rn), sao cho ũ|R̄n
+

= u. Khi ®ã, chuÈn cña hµm u ®îc x¸c ®Þnh
nh sau

||u||W l(R̄n
+) = inf ||ũ||W l(Rn),

trong ®ã, infimum lÊy trªn tÊt c¶ c¸c hµm ũ ∈ W l(Rn) mµ ũ|R̄n
+

= u.

Kh«ng gian W l
0(R̄n

+) lµ bao ®ãng cña tËp C∞
0 (Rn

+) trong W l(R̄n
+).

Chó ý. PhiÕm hµm ||.||W l(R̄n
+) thùc sù lµ mét chuÈn trong W l(R̄n

+), v×

• (x¸c ®Þnh d¬ng) ||u||W l(R̄n
+) ≥ 0,∀u ∈ W l(R̄n

+) vµ ||u||W l(R̄n
+) = 0 khi vµ chØ khi

ũ = 0 hay u = 0,

• (thuÇn nhÊt) ||λu||W l(R̄n
+) = |λ| ||u||W l(R̄n

+),∀u ∈ W l(R̄n
+),∀λ ∈ C,

• (bÊt ®¼ng thøc tam gi¸c) ||u+ v||W l(R̄n
+) ≤ ||u||W l(R̄n

+) + ||v||W l(R̄n
+),∀u, v ∈ W l(R̄n

+).

Khi l = 0 th× W l(R̄n
+) = W l

0(R̄n
+) = L2(Rn

+).

Víi k ≥ l ≥ 0 ta cã c¸c phÐp nhóng liªn tôc W k(R̄n
+) ↪→ W l(R̄n

+) ↪→ L2(Rn
+).

Víi l ≥ 0,tõ §Þnh nghÜa, ¸nh x¹ thu hÑp u|Rn 7→ u|R̄n
+
lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ

W l(Rn) vµo W l(R̄n
+). Mµ h¹t nh©n cña ¸nh x¹ thu hÑp nµy lµ W l(Rn

−) lµ kh«ng gian con
®ãng cña kh«ng gian W l(Rn) nªn kh«ng gian W l(R̄n

+) ®¼ng cÊu víi kh«ng gian th¬ng
W l(Rn)
W l(Rn

−)
.

NÕu ta ký hiÖu S(R̄n
+) lµ tËp c¸c hµm u : R̄n

+ → C mµ nã cã mét th¸c triÓn v ∈ S(Rn), hay
nãi c¸ch kh¸c cã mét hµm v ∈ S(Rn) mµ thu hÑp cña v trªn R̄n

+ lµ u. Khi ®ã, do S(Rn) trï
mËt trong W l(Rn) nªn S(R̄n

+) trï mËt trong W l(R̄n
+).

Víi l ∈ Z+, u ∈ C l(R̄n
+), th¸c triÓn ũ cña u lªn Rn ®îc x¸c ®Þnh nh sau

ũ(x) =

{
u(x) nÕu xn ≥ 0∑k+1

j=1 λju(x1, x2, . . . , xn−1,−jxn) nÕu xn ≤ 0,

víi λj, j = 1, 2, . . . , l + 1 lµ nghiÖm duy nhÊt cña hÖ ph¬ng tr×nh

l+1∑
j=1

(−j)kλj = 1, k = 1, 2, . . . , l + 1,

lµ mét hµm kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp l trong Rn vµ víi |α| ≤ l cã

Dαũ(x) =

{
Dαu(x) nÕu xn ≥ 0∑k+1

j=1(−j)αnλjD
αu(x1, x2, . . . , xn−1,−jxn) nÕu xn ≤ 0,
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nÕu suppu ⊂ BR(0) th× supp ũ ⊂ B(l+1)R(0),

vµ nÕu u ∈ W l(R̄n
+) th× ũ ∈ W l(Rn), ||ũ||W l(Rn) ≤ C||u||W l(R̄n

+), víi C lµ h»ng sè kh«ng
phô thuéc u. Nh vËy, cã mét ¸nh x¹ th¸c triÓn tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ W l(R̄n

+) lªn W l(Rn).

Víi l ∈ Z+, trªn W l(R̄n
+) cã c¸c chuÈn t¬ng ®¬ng víi chuÈn ||.||W l(R̄n

+)

1||u||W l(R̄n
+) =

( ∑
|α|≤l

∫
Rn

+

|Dαu(x)|2dx
) 1

2 ,

2||u||W l(R̄n
+) =

( l∑
j=1

∫
Rn−1

∫ +∞

0

(1 + ||ξ′||2)l−j|Dj
nFn−1u(ξ

′, xn)|2dx
) 1

2 .

Víi l ≥ 0, dïng phÐp néi suy ta còng sÏ cã mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc biÕn mçi
u ∈ W l(R̄n

+) thµnh mét th¸c triÓn cña u lµ mét hµm ũ ∈ W l(Rn).

§Þnh lý 3.10 (§Þnh lý nhóng). Víi 0 ≤ l ≤ k, K lµ mét tËp compact trong R̄n
+ cã phÐp

nhóng tõ kh«ng gian con cña W k(R̄n
+) gåm c¸c phÇn tö cã gi¸ suppu ⊂ K, vµo W l(R̄n

+)

lµ compact.

Chøng minh. LÊy mét d·y {uj}∞j=1 bÞ chÆn bëi C > 0, trong W k(R̄n
+), suppuj ⊂ K. Tõ

Chó ý trªn, víi mçi uj ®Òu cã mét hµm ũ ∈ W k(Rn) mµ ũj|R̄n
+

= uj vµ ||uj||W k(Rn) ≤
C ′, supp ũj ⊂ K ′, C ′ > 0, K ′ lµ tËp compact kh«ng phô thuéc j. Tõ §Þnh lý nhóng trong
kh«ng gian W k(Rn), d·y {ũj}∞j=1 cã d·y con héi tô trong W l(Rn). L¹i tiÕp tôc, do ¸nh x¹
thu hÑp lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ W l(Rn) vµo W l(R̄n

+) nªn d·y {uj}∞j=1 cã d·y con
héi tô trong W l(R̄n

+).

§Þnh lý 3.11 (§Þnh lý vÕt). Víi l ≤ 1
2
, ¸nh x¹ vÕt γ biÕn u(x′, xn) thµnh u(x′, 0) lµ ¸nh x¹

tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ kh«ng gian S(R̄n
+) víi t«p« sinh bëi chuÈn||.||W l(R̄n

+) vµo kh«ng gian
S(Rn−1) víi t«p« sinh bëi chuÈn ||.||

W l− 1
2 (Rn−1)

.

¸nh x¹ vÕt γ cã thÓ th¸c triÓn lªn thµnh ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc tõ kh«ng gian W l(R̄n
+)

vµo kh«ng gian W l− 1
2 (Rn−1).

Chøng minh. DÔ thÊy ¸nh x¹ vÕt γ biÕn u(x′, xn) thµnh u(x′, 0) lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh tõ
kh«ng gian S(R̄n

+) vµo kh«ng gian S(Rn−1).
Do S(R̄n

+) trï mËt trong W l(R̄n
+), S(Rn−1) trï mËt trong W l(Rn−1) nªn ®Ó chøng minh

§Þnh lý ta chØ cßn ph¶i chøng minh cã mét sè C > 0 ®Ó

||u(., 0)||
W l− 1

2 (Rn−1)
≤ C||u||W l(R̄n

+),∀u ∈ S(R̄n
+). (3.6)

Víi u ∈ S(R̄n
+) tån t¹i v ∈ S(Rn) mµ v|R̄n

+
= u ∈ C [l]+1(R̄n

+). Theo Chó ý trªn cã mét
hµm ũ ∈ C [l]+1(Rn) mµ ũ|R̄n

+
= u vµ ||ũ||W l(Rn) ≤ C1||u||W l(R̄n

+) ≤ C1||ũ||W l(Rn) (C1 > 1

lµ h»ng sè kh«ng phô thuéc u). Khi ®ã, ũ(x′, 0) = ũ|R̄n
+
(x′, 0) = u(x′, 0), nªn theo §Þnh lý

vÕt trong W l(Rn) cã

||u(., 0)||
W l− 1

2 (Rn−1)
= ||ũ(x′, 0)||

W l− 1
2 (Rn−1)

≤ C2||ũ||W l(Rn) ≤ C||u||W l(R̄n
+).
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Chó ý. §Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc (3.6) víi u ∈ S(R̄n
+) ta cã thÓ chøng minh nh sau.

Víi u ∈ S(R̄n
+) cã Dj

nFn−1u(ξ
′, t) ∈ S(R̄n

+) nªn lim
t→+∞

|Dj
nFn−1u(ξ

′, t)| = 0. Do ®ã,

|Dj
nFn−1u(ξ

′, 0)|2 =

∫ +∞

0

d|Dj
nFn−1u(ξ

′, τ)|2

= −2<
∫ +∞

0

Dj+1
n Fn−1u(ξ

′, τ)Dj
nFn−1u(ξ′, τ)dτ ≤

≤ (1 + ||ξ′||2)−
1
2

∫ +∞

0

|Dj+1
n Fn−1u(ξ

′, τ)|2dτ + (1 + ||ξ′||2)
1
2

∫ +∞

0

|Dj
nFn−1u(ξ

′, τ)|2dτ

nªn

(1 + ||ξ′||2)l−j− 1
2 |Dj

nFn−1u(ξ
′, 0)|2 ≤(1 + ||ξ′||2)l−j−1

∫ +∞

0

|Dj+1
n Fn−1u(ξ

′, τ)|2dτ

(1 + ||ξ′||2)l−j

∫ +∞

t

|Dj+1
n Fn−1u(ξ

′, τ)|2dτ

hay ||Dj
nu(., 0)||

W l− 1
2 (Rn−1)

≤ C(2||u||W l(R̄n
+)),∀j = 0, 1, . . . , l − 1. Víi j = 0, vµ chó ý

chuÈn 2||.||W l(R̄n
+) t¬ng ®¬ng víi chuÈn ||.||W l(R̄n

+), ta cã bÊt ®¼ng thøc (3.6).

§Þnh lý 3.12 (§èi ngÉu cña kh«ng gian W l(R̄n
+)). Víi l ≤ 0, kh«ng gian ®èi ngÉu cña

kh«ng gian W l(R̄n
+) lµ (

W l(R̄n
+)

)′
= W−l(Rn

+)

nghÜa lµ, víi mçi f ∈
(
W l(R̄n

+)
)′ cã duy nhÊt mét phÇn tö v ∈ W−l(Rn

+) sao cho

• f(u) =
∫

Rn
+
u(x)v(x)dx, ∀u ∈ W l(R̄n

+),

• ||f ||(
W l(R̄n

+)
)′ = ||v||W−l(Rn

+).

Chøng minh. Víi f ∈
(
W l(R̄n

+)
)′
, u ∈ W l(Rn) ®Æt f̃(u) = f(u|R̄n

+
), dÔ cã f̃ ∈

(
W l(Rn)

)′
vµ ||f̃ ||(

W l(Rn)
)′ = ||f ||(

W l(R̄n
+)

)′ . Theo §Þnh lý vÒ ®èi ngÉu cho kh«ng gian W l(Rn), cã

duy nhÊt mét hµm v ∈ W−l(Rn) mµ

• f̃(u) =
∫

R u(x)v(x)dx, ∀u ∈ W
l(Rn),

• ||f̃ ||(
W l(Rn)

)′ = ||v||W−l(Rn).

Mµ víi ϕ ∈ C∞
0 (Rn), suppϕ ∩ R̄n

+ = ∅ cã∫
Rn

v(x)ϕ(x)dx = f̃(ϕ) = f(ϕ|R̄n
+
) = 0

nªn supp v ⊂ Rn
+ hay v ∈ W−l(Rn

+) vµ ||v||W−l(Rn
+) = ||v||W−l(Rn).
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3.3 Mét sè bÊt ®¼ng thøc trong kh«ng gian Sobolev

§Þnh lý 3.13 (BÊt ®¼ng thøc Sobolev). Cho n ≥ 3, f ∈ W 1(Rn). Khi ®ã, f ∈ Lq(Rn), q =
2n

n−2
, vµ ta cã ®¸nh gi¸ sau

||f ||Lq ≤ C||∇f ||L2 ,

trong ®ã, C lµ mét h»ng sè d¬ng kh«ng phô thuéc vµo f.

Chøng minh. Víi nghiÖm c¬ b¶n E(x) =
1

(n− 1)cn−1||x− y||2−n
, cn−1 lµ diÖn tÝch mÆt

cÇu Sn−1 cña to¸n tö Laplace ∆E = δ. Khi ®ã, víi g ∈ Lp(Rn), p = 2n
n+2

cã ∆(E ∗ g) = g.

Khi ®ã, F(E ∗ g)(ξ) = ||ξ||−2Fg(ξ) nªn∫
Rn

||ξ||−2|Fg(ξ)|2dξ =

∫
Rn

F(E ∗ g)(ξ)Fg(ξ)dξ =

∫
Rn

(E ∗ g)(x)g(x)dx.

Víi f ∈ W 1(Rn) cã ∫
Rn

f(x)g(x)dx =

∫
Rn

Ff(ξ)F−1g(ξ)dξ

nªn theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy- Schwartz cã

|
∫

Rn

f(x)g(x)dx| ≤
(
||ξ||2|Ff(ξ)|2dξ

) 1
2
(
||ξ||−2|Fg(ξ)|2dξ

) 1
2

≤
(
||ξ||2|Ff(ξ)|2dξ

) 1
2
( ∫

Rn

(E ∗ g)(x)g(x)dx
) 1

2

mµ ||f ||Lq = sup
||g||Lp=1

|
∫

Rn

f(x)g(x)dx|

vµ theo bÊt ®¼ng thøc Hardy- Littlewood- Sobolev cã
∫

Rn(E ∗ g)(x)g(x)dx ≤ C||g||Lp

nªn ||f ||Lq ≤ C
(
||ξ||2|Ff(ξ)|2dξ

) 1
2 ≤ C||∇f ||L2 .

§Þnh lý 3.14 (BÊt ®¼ng thøc Poincare). Cho f ∈ W 1
0 (Ω), víi Ω lµ tËp më, bÞ chÆn, biªn

tr¬n. Khi ®ã, cã mét sè d¬ng C kh«ng phô thuéc f sao cho

||f ||L2 ≤ C||∇f ||L2 .

§Þnh lý 3.15 (BÊt ®¼ng thøc Hardy). Cho f ∈ W 1(Rn). Khi ®ã, cã mét sè d¬ng C kh«ng
phô thuéc f sao cho

|| 1

||x||
f ||L2 ≤ C||∇f ||L2 .
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